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TRANSFORMADA DE

LAPLACE NA ANALISE
DE CIRCUITOS

Se tivermos um ecircuito em que a forma de
onda presente em seus diversos pontos seja se-
noidal, os conceitos de reatincia e impedancia
sdo mais do que suficientes para o calculo de

- seus parhAmetros. Correntes e tensGes podem ser
facilmente calculadas a partir de pouco traba-
lho algébrico; mas, se a forma de onda for ou-
tra, recursos bem mais sofisticados sio neces-
sarios,
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Figura 1

E o gue ocorre em circuitos como os das fi-
guras 1 e 2 em que a excitagio consiste num
pulso ou num trem de pulsos, ou ainda, numa
funglo rampa, em que a tensfo de excitacho
cresce linearmente com o tempo,

-Para estes casos, um dos mais poderosos ins-
trumentos de anilise pode ser usado: a Trans-
formzada de Laplace. . -
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Figura 2

Ela nos fornece um método puramente algé-
brico de resolucio dos problemas conhecidos
matematicamente como equacdes diferenciais.
A idéia de se usar a Transformada de Laplace
na analise de circuitos surgiu no inicio deste
século a partir de um trabalho de Oliver Heav-
side, um engenheirp britdnico, que apesar de
desenvolver um sistema bastante empirico e in-
tuitive, nem por isso deixou de ser exato. Um
tratamento mais apropriado, feito por engenhei-
ros e matematicos, permitiu a obtencio de um
processo bastante rigoroso para a resolucBo de

equacoes diferenciais.

- Naturalmente, o leitor que tem “aguele pa-

vor” & matemdtica, logo se assusta com termos
como “calculo operacional” e “equacdes diferen-
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_ciais”, principalmente os jovens académicos de
fisica e engenharia, mas o fato & que o “bicho
de sete cabegas”, com o auxilio da Transforma-
da de Laplace torna-se um “manso cordeirinho”
que pode ser facilmente dominado a partir de
um procedimento puramente algébrico.

Circuitos que contenham impedancias comple-
xas, excitados por pulsos das mais diversas for-
mas, podem entfo ser analisadas com bastante
facilidade,

E claro que a teoria sobre a Transformada de
Laplace é realmente assunto bastante profundo,
que deve ser deixado para os matematicos, fi-
cando para nds apenas ¢ conhecimento hecessa-
rio & resolucdo dos problemas praticos, ou seja,
as operagdes a serem realizadas e eventualmen-
te o tratamento dos dados & partir de uma ta-
bela de transformadas.

De modo sucinte podemos dizer que para um .

trabalhe béasico com as transformadas, precisa-
mos dos seguintes conhecimentos:

a) elementos dos circuitos e suas transforma-
das;

b) condicdes iniciais dos circuitos; .

c) thnsbes e correntes varidveis de excitacfio e
suas transformadas,

a) TRANSFORMADAS DOS
ELEMENTOS DOS CIRCUITOS

Para obtermos as correntes e tensdes em fun- °

¢io do tempo num ecireuito, tudo o que temos
de fazer é escrever as Equacbes de Kirchhoft
para esse circuito, tomando o cuidado de, antes,
substituir os valores dos componentes e as de-
mais grandezas elétricag envolvidas no caleulo
por suas correspondentes transformadas, As
equacles obtidas nessas condicées sio manipu-
ladas por processos algébricos comuns ja que
0s termos diferenciais nio aparecem, sendo q:ue,'
no final, o resultado estando sob a forma de
uma transformada, deve ser “decodificado”, con-
sultando-se uma tabela de transformadas,

Para componentes comuns, como capacitores,

indutores e resistores, sdo as seguintes as trans-
formadas associadas:

RESISTORES

Para os resistores, ou resisténcias puras, a

transformada associada é simplesmente o seu
valor em Ohms, A transformada associada a

um resistor de 33 Ohms &, portanto, 33.
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CAPACITORES

Para os capacitores, a transformada associada
€ o inverso de “s”, multiplicado pela capacitancia
1
em Farads (——) (“S” & o operador Laplacian-
SC
do). Para um capacitor de 1000 uzF a trans-
formada associada sera: :

C—10-3F
1 1 108
SC 10-2 8 3

INDUTORES

Para os indutores a transformada associada
serd “s” vezes a sua indutincia em Henries.
Assim, a transformada associada a uma indu-
tancia de 50 mH serd dada por 0,05 s,

b) TRANSFORMADA DAS
CONDICOES INICIAIS

As condigfes iniciais na analise de qualquer
circuito séo bastante importantes, pois sendo as
correntes e tensdes funcdes do tempo, sio elas
que determinam o comportamento posterior de
um eircuito.

Assim, devemos conhecer a situacfo inicial de
um circuito, ou seja, a tensdo a ele aplicada ou
a corrente que flui por seus elementos no ins-
tante t — 0, LY

Para o caso de capacitancia C, a condi¢io ini-
cial pode ser dada por Eo/s, onde Eo é a tensio
sobre o capacitor no instante t — o, Isso é
valido, por exemplo, para um capacitor inicial-
mente carregado com uma tensfio Eo.

O interessante a notar & que a capacitancia
C néo aparece nésta transformada,

Para um indutor, percorrido por uma corren-
te Io, a fransformada dessa condicfo inicial po-
de ser dada por Llo, onde L & a sua indutincia
em Henries.

Ambas as transformadas podem ser usadas
para representar fontes. A transformada da
tensfo sobre um capacitor pode servir para re-
presentar uma fonte de tensio Eo/s, em série
com um capacitor,
ma da capacifor no circuito real, enquanto que

a transformada da corrente sobre uma indutan-
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cla pode ser congiderada como uma fonte de po-
tencial LIo. Sua polaridade é a mesma da que-
da de tensdo sobre ele.

¢) TRANSFORMADAS DAS TENSOES E
CORRENTES VARIAVEIS

Naturalmente, os matematicos estdo bastante
-familiarizados com os Pprocessos gque permitem
a obtencdo das transformadas para quaisquer
funcées. Entretanto, para as nossas finalidades,
deduziF as transformadas sempre que delas ne-
cessitarmos, além de envolver trabalho moroso,
& desnecessario; isso porgue existem tabelas em
que as transformadas para os problemas prati-
cos sAo encontradas, sendo sua consulta bastan-
te facil,

Na tfabela temos as transformadas com as
respectivas fungbes mais empregadas na andlise
de circuitos. Para seu uso algumas explicacdes
devem ser dadas; vejamos.

Fungdes de t como 3 e-8t ou 5.cos 3t podem
ser analisadas como dotadas de duas paries:

a) um coeficiente (3 e 5 nos exemplos acir}la):
b) uma funcio de t (e-8 e cos 31),

Para obtermos a Transformada de Laplace
para essas fungdes, bastard multiplicarmos os
seus coeficientes pelas transformadas das fun-
coes de t, obtidas através da tahela.

Assim, para as funcdes exemplificadas, as
transformadas associadas sfo:

3 58
S—8 (82 4 9)
Analisando as funcGes da tabela:

— & primeira funcio representa, por exemplo,
uma bateria que conectada a um circuito

por meio de um interruptor, & desligada
num instante t — 0; nestas condicdes, na-

guele instante, cessa a excitacfo, sendo as

correntes -circulantes a partir desse mo-
mento determinadas pelos elementos dos
circuitos;

— a segunda funcfo (fungfo rampa) repre-
senta uma fonte de tensfio, cujo valor au-
menta linearmente com o tempo.

Note-se que as funcdes que representam ex-
citagdes nio precisam necessariamente partir do

instante t — o, ou seja, seu valor nég precisa
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gser nulo no instante t — o. Assim, para repre-
sentarmos uma funcéo gue se atrasa de n segun-
dos, a Transformada de Laplace deve ser mul-
tiplicada por e-ns. Isso nos permite representar
uma grande variedade de fungbes impulso,

+1 \
b | o L

- — ————

Figura 3

Na figura 3 representamos um impulse que
até o instante t — 3 tem um valor unitario
positivo e que a partir desse instante passa a
ter um valor unitario, porém negativo. A trans-
formada de Laplace para este impulso pode ser
dada por:

1 1 1
e e - (1 — e-3t)

S 3 S

CONVERTENDO TRANSFORMADAS
EM FUNCOES DE T

Uma vez que as transformadas dos elementos
dos cireuitos, das condicdes inicials, assim como
as funcdes excitantes, sejam conhecidas, as Leis
de Kirchhoff podem ser aplicadas exatamente
como no caso dos circuitos de corrente continua,
de modo a se obterem novas transformadas para
as correntes e tensdes existentes no circuito.

Para encontrarmos as tensbes e correntes va-
riaveis que estas transformadas representam €
necessério, primeiramente, manipular algebrica-
mente essas transformadas até que elas se asse-
melhemn com as indicadas na tabela. Em se-
guida, por comparacio, podemos obter as fun-
coes desejadas. Para tornar o processo familiar
ao leitor, alguns exermiplos praticos sdo dados a
seguir.

Exemplo 1

Uma pilha de 3 V é conectada a um capaci-
tor e a um resistor ligados em série, por meio
de um interruptor que & fechado no instante
t — 0 conforme mostra a figura 4. Neste caso:

C — 1000 pF — 103 F
R — 100 2 — 102
E— 30V
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: : - B e a0
[ R=1000 o v SOl L
s (R _ 102 (S + 10) R

transf. de I transf.. de C
AT ' e L]

: 30
E=3V C=10004F R e il L
S (S + 10)

Egsa transformada se assemelha & nimero 10
da tabela, de onde tlram{)s a fungfo de t corres-

pondente:
O/ R=1000
= o Fo = 30 (1 — e-10t)
. Obs.: a — — 10
RO o : et - l
e . iR Exemplo 2
No eircuito, com o interruptor na posicdo 1,
o capacitor esta carregado com uma tensfo de
L v 10 V. No instante t — 0 o interruptor & colo-
' cado na posiciio 2. Desejamos calcular as ten-
Figura 4 sbes e correntes em fungio de t no circuito (fi-
= y gura 5).
Escrevendo a equacdo de Kirchhoff para o cir- :
cuito temos: Ve R ~
1 -
i 2 40
3 1 000
S Gy s Sl :: o5
' P 00 e
3 103 ; A
— == I (102 A R e
5 153 3
100N
P |
) Bl |
Isolando I: J_
3 S
B 3 3 - {04
: ——
1 2 10 S
=== = = —_
108 g 5
4 102 84-108 102 (8410
3 3 el k . . ; 7
I — . e Figura 5
10 S 4 10 R o
—— il 2 : Nestas condicGes, escrevendo as equagbes se-
coef. transf. gundo Kirchhoff das transformadas temos:
Vemos que a transforimada se assemelha & de : T 54 '
nimero 4 da tabela, onde: 10 LT ( R ot 10)_
5 S S
) N |14
10

2 x 10¢
! e —_— = ] —— 88— + 10
Se quisermos calcular a tensfo sobre o capa-
citor fazemos: : (conclui na pig. 64) S
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Transformada de Laplace

N* Funcio de t -
1
1 1 L
S
1
2 t Ty
Sz
1
3 eat
S—a
1
4 E-—ﬂt
S 4 a
1
5 teat TS
(S — a)z
1
6 te—&t il Cruxiiy
' 84w —
1 _ 1
7 tn-laat
(n—1) ! (S — a)n
8 loez gat —
8 (8 —a)
1 1
9 — sen t A s
. S2 4 w2
S
10 cos @ t poe P (B Kb R
52 4+ w2
"Ssené + o cos ¢
11 sen (wt + ¢) :
S2 4 w2
2
12 1T — cos wt i T S
S (82 o w?)
: - 55
13 e-at sen wt

(S + a)2 + w2




TRANSFORMADA DE LAPLACE. ..

(Conclusio da pag. 62)

Isolando I: I — e-2000t

10 % Para calcular a tensdo no capacitor Cl:

S
I - 10 1 104

2 w 104 Em—— pd
+ 10 2 % 10* 4 108 S S % 2 x 102 S
10 104

10 1 e T N -

T e e i e sttt e Lo, S S (8 4+ 2 x 109

10S 4 2 % 10t (S + 2 % 109)
Obtendo a funcdo de t correspondente através
1 da tabela:

I:‘—"_"‘—'
S 1+ 2000

E — 10 — 5 (1 — e-2000t)
Obtendo-se a fungdo de t correspondente pela
tabela: y]
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